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Inferencia Bayesiana

Probabilidad de un evento raro
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Probabilidad

Es usual utilizar probabilidades de manera informal para medir la
o informacién sobre un fenémeno de interés.

Puede hacerse de manera formal

m la probabilidad puede representar creeencias racionales
m hay una relacién entre probabilidad e informacién

[ es un método racional para la probabilidad
cuando obtenemos informacién nueva

Muchas formas de interpretar una probabilidad

Todas comparten las propiedades matematicas
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Métodos Bayesianos

Los procedimientos estadisticos que utilicen la probabilidad como medida de
incertidumbre y la regla de Bayes para actualizarla, se denominan

Elegir estos métodos en un problema concreto atiende a:

m propiedades de estimadores
m descripcién de datos observados
m predicciones de datos faltantes o futuros

®m marco computacional para estimar, seleccionar y validar
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Inferencia estadistica

La inferencia estadistica se ocupa de elaborar métodos para estimar
caracteristicas generales de un fenémeno de interés a partir de una cantidad
finita de datos observados

Datos y=(»1,y2,...,¥n) observaciones del fenémeno bajo estudio
Pardmetros 0 caracteristicas relevantes
Objetivos:

m Explicar caracteristicas relevantes de Y (estimar 0)
m Predecir el valor de observaciones futuras

m Comparar modelizaciones alternativas
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Inferencia Bayesiana

de realizar observaciones, tenemos
los datos que vamos a observar

y los parametros del fenémeno de estudio.

Dos componentes basicos:

sobre:

Modelo para los datos  p(y|f@) incertidumbre sobre y
Previa p(f)  incertidumbre sobre 6
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Inferencia Bayesiana

de realizar observaciones, tenemos sobre:
los datos que vamos a observar
y los parametros del fenémeno de estudio.

Dos componentes basicos:
Modelo para los datos  p(y|f@) incertidumbre sobre y
Previa p(f)  incertidumbre sobre 6

de observar y,
ya no hay incertidumbre sobre los datos observados,
actualizamos la incertidumbre sobre § mediante la regla de Bayes:

_ p(19)p(9) P(¥10)p(0)

ply) [ p(¥10)p(0)do

P(6ly)
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Probabilidad de un evento raro
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Probabilidad de un evento raro

Queremos estimar la prevalencia de una enfermedad rara en una ciudad. Para
esto se obtiene una muestra de 25 personas para evaluar si estan infectadas o

no.
Datos: Total de personas infectadas en la muestra y € {0,1,...,25}
Parametro: prevalencia en la poblacién 0 €(0,1)

Un posible modelo para los datos: y|0 ~ binomial(25,0) te parece apropiado?
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Aproximacién frecuencista
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Aproximacién frecuencista

El estimador por maxima verosimilitud es la proporcién muestral, y = y/25, y
un intervalo de confianza se puede obtener como (intervalo de Wald):
. 1=y
£1.964/ ———
Y 25

Debido a que la enfermedad es rara, esta aproximacién puede tener problemas.
Por ejemplo, si observamos y = 1:

pr <- 1/25
se <- sqrt((pr*(1-pr))/25)
c(pr, pr - 1.96xse, pr+1.96%se) |> round(3)

## [1] 0.040 -0.037 0.117
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Aproximacion Bayesiana: previa

Para hacer estadistica Bayesiana precisamos una previa p(f).

Conocemos que en estudios anteriores, en otras ciudades la prevalencia de esta
enfermedad varia entre (0.05,0.2) y en promedio es 0.10.

Proponemos una distribucién que:

m verifique los datos anteriores

m sea conveniente computacionalmente

0 ~ Beta(2,20)
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Aproximacion Bayesiana: posterior

Aplicando la regla de Bayes obtenemos la posterior p(6]y).
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Aproximacion Bayesiana: posterior

Aplicando la regla de Bayes obtenemos la posterior p(6]y).
Oy ~ Beta(2 + y,25 + 20 — y)
Si observamos y =1

pr <- 3/47
c(pr, gbeta(.025, 3, 44), gbeta(.975, 3, 44)) |> round(3)

## [1] 0.064 0.014 0.148
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Estimacién Bayesiana
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Estimacién Bayesiana

Un modelo estadistico Bayesiano estd formado por dos componentes:
Modelo para los datos  p(y|6)
Previa p(0)

La estimacién de 6 consiste en hallar la distribucién posterior p(6ly)

Hallar p(f]y) mediante la regla de Bayes:

p(y10)p(0)

PO = o0y p(0) 0

m analiticamente, en problemas simples
m numéricamente: aproximando en una grilla de valores de 6
®m numéricamente: mediante simulaciones
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Obtener posterior

Notar que p(y) es constante respecto a ¢

p(0ly) = % x p(y|6)p(6)

al obtener p(f]y) podemos evitar calcular la constante p(y),

_ p(v19)p(0)
p(dly) = 2(y)

oc p(¥10)p(0)
x 6™ (1—6)""" si 6 € (0,1)

0™ (1 — 0)"~™ es el niicleo de una distribucién Beta =
Oly ~ Beta(m +1,n—nm +1)
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En el ejemplo ...

Si X ~ Beta(a, 8) entonces, p(x) = %Xaﬂ(l —x)""1six€(0,1)

Posterior, p(0]y):

_ p(y19)p(0)
p(dly) = o0

oc p(¥10)p(0)

— (25) ey(l o 0)n y r22)<ll:2200 62 1( o 0)20—1

)y ~ Beta(y +2,n — y+ 20)
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Bayes SIN informacién previa

m No conocemos nada sobre la prevalencia
m Una previa que refleje la no-informacién

m Uniforme en el espacio paramétrico

0 ~ Unif0,1)
En este caso, Unif(0,1) es también Beta(1, 1), podemos suplantar en lo

anterior para obtener:

Oly ~ Beta(y+1,n— y+1)
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Previa y posterior
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Resumir la distribucién posterior

Estimar el parametro de interés, 6, significa hallar su distribucién posterior,
P(6ly).

Sin embargo, es mas practico resumir la distribucién

m Estimacién puntual, f.
m Estimacién por intervalos.

m Probabilidades para eventos de interés.
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A

Resumir la distribucién posterior: Estimacion puntual 6

Usualmente consideramos como una estimacién puntual, una medida de
localizacién de p(6]y).

m Esperanza posterior: E(6]y), minimiza el error cuadratico medio.

m Mediana posterior: (6|y)o.s, es robusta y simple de calcular en base a
valores simulados.

m Moda posterior: MAP = argmax(p(@|y)), es la versién Bayesiana de
méaxima verosimilitud.
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A

Resumir la distribucién posterior: Estimacion puntual 6

En el ejemplo ...

10.0 \
7.54
resumen
= media
8 5.0+ |
Q | mediana
| moda
2.5+
0.0+
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

theta
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A

Resumir la distribucién posterior: Estimacion puntual 6

En un contexto mas general, se define como estimador de Bayes el valor que
minimiza la pérdida esperada.

9bayss = argmine {/ L(07 6‘A)p(¢9|y)d0}

L(0,0)

m es una funcién de pérdida

m determina el estimador de Bayes
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