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Resumen del proyecto

El objetivo estratégico de esta linea de investigacién es la formulacién e implementacidn de un un Nominal Logical
Framework basado en la teoria de sintaxis abstracta nominal con tipos dependientes.

Esto incluye el disefo e implementacion del sistema formal y de un algoritmo de controlador de tipos que garantice la
buena formacidn de expresiones de los sistemas representados.

Se desarrollaron casos de representacidon de sistemas légicos, incluyendo la Aritmética de Primer Orden y Légica de
Orden Superior, con el estudio correspondiente de la adecuacidn de cada representacion.

Se compararon estos resultados con los logrados por otros medios, tales como las Estructuras de Sistemas Légicos
(Logical Frameworks) basados en el Cdlculo Lambda con tipos dependientes.

Ingenieria y Tecnologia / Ingenieria Eléctrica, Ingenieria Electrénica e Ingenieria de la Informacidn /
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Introduccién

Este proyecto discurre en el campo de la llamada Sintaxis Abstracta Nominal. Esta es una teoria o formulacién de la
sintaxis formal de lenguajes cuya principal aplicacidn, y motivacién original, es el tratamiento matematico y mecanizable
de la localidad de nombres. Veamos primero con un poco de detalle en qué consiste este enfoque de la sintaxis formal de
lenguajes.

En primer lugar, la nocidn de sintaxis abstracta es ya tradicional y fundamental en el tratamiento matematico y
computacional de los lenguajes formales. Bdsicamente propone la representacién de cada una de las diversas categorias
de expresiones de cada lenguaje como un tipo de datos inductivo, i.e. de las expresiones como drboles finitos. Asociados a
esta forma de representacién se tiene una variedad de algoritmos de control de propiedades dependientes del contexto
(por ejemplo, control de tipos), de traduccidn, y de resolucidn de ecuaciones (unificacién y matching) que forman parte del
repertorio estdndar de las tecnologias de implementacidn de intérpretes y compiladores de lenguajes de programacion,
asi como de verificadores y asistentes computarizados de demostracion matemdtica.

En la sintaxis abstracta tradicional, los nodos internos o constructores de los drboles de expresiones son palabras u
operadores que juegan diversos roles de conexidén o modificacion, formando expresiones complejas a partir de una o mds
expresiones previamente construidas. Los dtomos de estas estructuras moleculares son usualmente simples nombres,
que pueden ser interpretados, ya sea como constantes de significado predefinido, o como variables de significado a ser
determinado por el uso ulterior de la expresidon. En el tratamiento mds simple y directo de estos drboles, se dice que el
significado de cada expresién depende del significado de esas variables,

Ahora bien, existe un fenémeno generalizado en los lenguajes formalizados, que es el uso de nombres, de significado no
predeterminado, en un cierto dmbito o alcance, fuera del cual el nombre en cuestidn no es significativo. Esto significa que
el alcance asociado al nombre es una expresion que depende de ese nombre, pero no la dependencia desaparece fuera del
dmbito de localidad. Ejemplos de esto son los cuantificadores ldgicos, tales como el cuantificador existencial \exists,
varios operadores matemadticos como los de sumatoria, integracion y diferenciacidn, y las variables locales a bloques en
los lenguajes de programacion.

Asi, por ejemplo, se tiene expresiones tales como (\exists x \in R ) x < x + x, donde el cuantificador existencial introduce el
nombre x asocidndole un dominio de variacién y luego se aplica a una expresién que utiliza el nombre x, a saber, x < x + X,
en la que el operador relacional < combina o se aplica a las expresiones x y x + x, esta ultima formada por el operador de
suma aplicado a x y a x. Usando la terminologia de arriba, \exists introduce o declara x, y le asocia automdticamente un
alcance, en este caso la expresion x < x + x. Es claro que ésta depende de x (en particular, es verdadera para los valores
de x positivos, pero falsa para todos los demds). Sin embargo la expresion completa (\exists x \in R) x < x + x no depende
de x, ya que es verdadera. Decimos que x es local a esta ultima expresion completa.

Esta cualidad de localidad tiene varias implicaciones, entre las cuales destacamos:

1) ELnombre x es irrelevante u opaco al exterior de la expresion.
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En otras palabras, las expresiones (\exists x \in R) x < 2 x y (\exists z \in R) z < 2 z son, a todos efectos, intercambiables.

Nos gustaria, de hecho, poder decir que son la misma expresion.
2) El uso de estos nombres en forma local como en el ejemplo precedente y a la vez global (i.e. no afectada por una

y"),
obliga a mantener una disciplina de manipulacién que respete la correcta interpretacion de cada aparicién del nombre en

limitacién de alcance), como en x < 0 & (\exists x \in R) x < x + x (donde usamos & para denotar la conjuncidn légica

cuestion, o sea a no confundir apariciones que deben interpretarse diferentemente. Este es el caso en este ejemplo, donde
la primera aparicién de x no tiene nada que ver con la usada localmente en el segundo conyunto. (Como quedd dicho en 1),
estas ultimas apariciones de x son en realidad opacas desde el exterior). Como consecuencia, la expresion del ejemplo
depende de x, siendo verdadera para los valores negativos de este nombre y falsa para todos los demds. Para verificar
esta asercidn, es importante recordar que el segundo conyunto es verdadero, independientemente de los valores que tome

X.

A los efectos de ilustrar las consideraciones a tener en cuenta para la correcta manipulaciéon de nombres en presencia del
fendmeno de localidad, considérese la férmula

(\forall y)(\exists x) y < x que es claramente verdadera si los nombres x e y son tomados como variando en por ejemplo el
conjunto de los nimeros reales. Siendo asi, es claro que también serd verdadera cualquier instanciacidn de la formula que
constituye el alcance del cuantificador universal, en la que se adjudique al nombre y un valor real. En términos sintdcticos,
esta instanciacidn se obtiene sustituyendo el nombre y por una expresién del valor en cuestién en la formula afectada por
el cuantificador universal. Por ejemplo, es verdadera, como instancia o caso particular de la cuantificacién universal
original: (\exists x) \sqrt 2 < x.

Pero supdngase ahora que esta instanciacién se desee realizar para un valor x indeterminado. Esto sucede en general
cuando el nombre x, en un cierto contexto, ha sido introducido como instrumento de un razonamiento genérico sobre
propiedades de numeros reales. Si procedemos descuidadamente, la instanciacion de nuestra cuantificacién universal en
tal caso, daria lugar a (\exists x) x < x, que es claramente falsa, contradiciendo la validez de la cuantificacién universal y
la consecuente validez de cualquiera de sus instancias. El problema, naturalmente, surge de la confusién de dos usos del
nombre x, uno conspicuo (el global) y el otro irrelevante (el local). Al introducir sin mds el nombre global en el alcance del
local, el primero ha sido capturado y pierde su cardcter conspicuo (de hecho, pierde su identidad original).

El problema tiene solucién recordando, una vez mds, la irrelevancia del nombre local, que justifica el reemplazo de éste
por cualquier otro que no esté siendo usado también en forma global en el mismo alcance. Pero este detalle de
manipulacién da lugar a una definicién de la “simple” operacién de sustitucién sintdctica que ha desafiado a los légicos por
décadas por su complejidad y propensién al error.

Esta complejidad tiene su raiz en los cambios en la naturaleza de las expresiones inducidos por la introduccién del
fendmeno de localidad de nombres. Los simples drboles finitos originales, que admiten tratamientos cldsicos y directos
utilizando recursién e induccién estructurales, se han complejizado al admitirse constructores que introducen nombres
locales. Como consecuencia, hemos observado, en primer lugar, que la identidad de expresiones como drboles deberia ser
modificada de modo de permitir igualar expresiones que difieran sélo en la eleccidn de cada nombre local. A partir de este
principio, seria asimismo deseable formular métodos de recursién e induccién que fueran aplicables a esta clase de
drboles con su nueva relacién de equivalencia, en una forma tan natural y directa como la induccién y recursién
estructurales lo son a los drboles simples originales y, por esta via, simplificar la manipulacién de nombres en
operaciones como por ejemplo la sustitucion.

Una formulaciéon matemdtica de esta nueva nocidn de drboles con localidad ha sido presentada en [GP01] y estudiada
intensamente desde entonces. Algunas referencias fundamentales son [Pit03] y [Gab11]. Bdsicamente lo que se introduce
es una estructura o modelo de base construido sobre una versiéon de la teoria de conjuntos en la cual es posible
representar diversos lenguajes haciendo uso de una construcciéon primitiva de abstracciéon de nombre, que es la que
introduce nombres locales a expresiones. Para cada uno de estos lenguajes se formula un principio de induccién que
respeta la identidad a menos de eleccion de nombres locales y que simplifica la definicién de las diversas operaciones de
manipulacion.

Entre los lenguajes que resulta importante representar por este método se encuentran los sistemas légicos, como las
formalizaciones de la Matemdtica en Légica de Primer Orden o Ldgica de Orden Superior. Estos lenguajes incluyen
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expresiones para individuos (términos), proposiciones (férmulas) y demostraciones (derivaciones en el sistema formal en
cuestidn). Habrd entonces diversos tipos de drboles (modificados segln la teoria nominal, es decir admitiendo como
naturales los nombres locales) segln las categorias sintdcticas detalladas arriba. Pero un detalle fundamental es que
para representar adecuadamente las derivaciones formales, los drboles correspondientes deberdn clasificarse seguin la
proposiciéon que demuestran, de modo de poder dar lugar a una representacién fidedigna de los correspondientes
constructores, es decir, de las reglas de inferencia del sistema légico en cuestién. Esto implica que no podrd existir un
Unico tipo para todas las derivaciones formales, sino una familia de ellos, indizada por las férmulas. Esto conduce a la
necesidad de una reformulacién del sistema de base de modo de admitir estas familias de tipos o, como son también
denominados en la jerga, de tipos dependientes.

Lo que este proyecto plantea y ha logrado en buena medida es:

- Una formulacion de la teoria de sintaxis abstracta nominal con tipos dependientes.

- La implementacién en mdquina del sistema resultante, lo cual incluye al menos un controlador de tipos que garantice la
buena formacidn de expresiones de los sistemas representados.

- El desarrollo de una serie de ejemplos de representacidn de sistemas légicos, incluyendo la Aritmética de Primer Orden 'y
Ldgica de Orden Superior, con el estudio correspondiente de la adecuacion de cada representacion.

- La comparacion de estos resultados con los logrados por otros medios, tales como las Estructuras de Sistemas Ldogicos
(Logical Frameworks) basados en el Cdlculo Lambda con tipos dependientes. Un titulo natural entonces para esta
investigacion y sus resultados es el de Nominal (Logical) Framework.

Metodologia/disefio del estudio

Se propusieron diferentes formulaciones de las teorias nominales con tipos dependientes, estudiando sus propiedades
metatedricas y su posible implementacién en mdquina. Se realizaron experimentos de formalizacién de diversos sistemas
légicos utilizando estas formulaciones: Légica de Primer Orden, Aritmética, Cdlculo Lambda puro y simplemente tipado,
Ldgica de orden superior, entre otros. En cada caso se evalud el grado de adecuacién de la formalizacién, asi como la
complejidad de la misma, en vistas a los algoritmos de control de tipos.

Esto dio lugar a un proceso de iteracidn y ajuste de las distintas formulaciones, y finalmente se arribé a una versién de
una teoria nominal con tipos dependientes de complejidad moderada que posee las propiedades deseadas.

Se realizaron andlisis metatedricos del sistema propuesto, que resultaron exitosos y se diseid un algoritmo de control de
tipos.

La metodologia de trabajo consistié principalmente en reuniones de discusidn, las cuales se realizaron en forma periddica
durante todo el proyecto. Participaron de las mismas todos los involucrados en el proyecto, y tuvimos la oportunidad de
realizar varias instancias de intercambio presencial entre los investigadores (Montevideo, Londres) que resultaron muy
fructiferas.

Resultados, andlisis y discusién

Se ha completado una formulacion de la teoria de Sintaxis Abstracta Nominal o Nominal Framework (en adelante NF) que
puede juzgarse como satisfactoria por varias razones:

- Es de una complejidad moderada.

- Los resultados metatedricos son naturales, sencillos de enunciar, y de demostracidn directa.

- Se ha mostrado también razonablemente adaptable a una formulacién orientada al control de tipos.

- Ha soportado la codificacidn de ejemplos exigentes, tales como la Aritmética de Primer Orden y la Légica de Orden
Superior.

Se ha disefiado un controlador de tipos y esbozado un método de demostracion de su correccidn bastante directo.
Se han desarrollado varios ejemplos interesantes de codificacion de sistemas formales en el NF. Las demostraciones de
adecuacién de estas representaciones son directas y mds simples que las desarrolladas en e.g. [HHF93] para el Logical

Framework basado en el Cdlculo Lambda con tipos dependientes.

Se publicé un articulo de conferencia con resultados de una linea subsidiaria de investigacién desarrollada, consistente en
la formalizacién de la teoria bdsica de Conjuntos Nominales.
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Los resultados son, por lo tanto, muy alentadores, aunque no completan en su totalidad objetivos inicialmente planteados.
Los siguientes estdn en vias de realizacién:

- Redaccion de articulo para revista con la presentaciéon del NF, su metateoria, e incluyendo los ejemplos mds relevantes
de codificacidn de sistemas logicos, con los correspondientes resultados de adecuacion. Este articulo se va a completar en
el correr del primer semestre del afo préximo.

- Prueba de correccidén del disefio de controlador de tipos y su implementacién cuidadosa.

- Redaccidn de un articulo para conferencia o revista con los resultados del apartado precedente.

Las razones por los que estos resultados no fueron alcanzados en el periodo de ejecucion del proyecto son, bdsicamente,
las siguientes:

- El disefno del sistema resulté ser una tarea mdas compleja que lo que habia sido evaluado originalmente. Hubo una
diversidad de versiones que parecian satisfactorias pero que, puestas a prueba bajo el rigor de la demostracién de
propiedades, se revelaban inadecuadas, o eran ya a priori en extremo complejas para ser tratadas por métodos
razonablemente directos y convincentes.

- Existié cierta discontinuidad y dispersidn en el trabajo del equipo, atribuible por sobre todas las cosas a la interrupcion
prolongada provocada por la pandemia. Esto se intenté subsanar mediante una prérroga que fue otorgada pero que no
resulté del todo suficiente para recomponer todas las lineas de trabajo iniciadas. Con todo, las estadias de investigacion,
realizadas de acuerdo a lo originalmente previsto, permitieron alcanzar un nivel muy aceptable de resultados y continuar
al presente con las tareas de redaccién y publicacién. Cabe consignar que el doctorando integrante del proyecto
completard su tesis en el correr del préximo ano trabajando sobre las tareas relativas al controlador de tipos. Se espera
gue una parte sustancial de este trabajo lo realice en una visita a Londres a llevarse a cabo en el préximo semestre.

Conclusiones y recomendaciones

La principal conclusién es que los principales atributos de la Sintaxis Abstracta Nominal, es decir, la posibilidad de
representar lenguajes con localidad de nombres permitiendo el razonamiento inductivo sobre ellos aun respetando la
identidad de expresiones a menos de eleccidn de los nombres locales, ha sido trasladada por nuestros resultados al nivel
de los sistemas formales de una manera general, incluyendo derivaciones clasificadas en funcién de las férmulas por
ellas probadas. Esto se ha conseguido extendiendo la teoria original de modo de admitir familias de tipos de expresiones
(tipos dependientes).

A nuestro parecer, éste es un resultado ampliamente satisfactorio pues provee de una nocién de logical framework no
basada en sintaxis de orden superior sino de lo que se ha dado en llamar orden 1y medio, con posibilidad de formular y
utilizar principios de induccidn sobre los varios tipos y familias de expresiones respetando la identidad a menos de
eleccién de nombres locales.

El impacto de estos resultados ha quedado mediado en el tiempo y lo podremos aquilatar una vez completado el proceso de
su publicacién que, por razones arriba explicadas, se ha dilatado mads alld del cierre del proyecto.

También valoramos el proceso de diseno, en fructifera colaboracidn entre los investigadores, sobre todo gracias a las
estadias que se pudieron concretar, asi como la préxima finalizacién y defensa de tesis de nuestro doctorando que tendrd
como parte fundamental apartados pendientes de resolucion de este proyecto.

Nuestro trabajo también permite formular ulteriores lineas de investigacion, entre las que se destacan:

- La combinacidn entre sistemas como el presente y los basados en el Cdlculo Lambda, lo cual permitiria disponer de
lenguajes de programacidn funcionales, con tipos dependientes y localidad de nombres —eventualidad por cierto
auspiciosa.

- La extensién de nuestro NF con ecuaciones de modo de concretar un lenguaje de orden 1y medio basado en reescritura.
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