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Resumen del proyecto

Se trabajó en aspectos teóricos y computacionales de formas de Hilbert de peso

medio entero, en particular el problema de la base y fórmulas tipo Waldspurger.

Específicamente se desarrollararon métodos para la construcción de formas de

Hilbert de peso medio entero estudiada por Xue y Sirolli al mayor nivel de

generalidad posible, demostrando una fórmula explícita tipo Waldspurger.

Se realizaron progresos significativos en el desarrollo de capacidades

de investigación fundamental en Teoría de números y el fortalecimiento

de los vínculos regionales e internacionales, con especial énfasis en

la formación de jóvenes investigadores y la consolidación de un grupo

de investigación nacional en Teoría de Números.

En el marco del proyecto se desarrollóuna escuela de investigación sobre

curvas elípticas para estudiantes de posgrado de la región, contando con

la visita de importantes científicos provenientes de Francia, Italia y Holanda.

Página de la escuela: http://www.rnta.eu/Montevideo2019/

Aprovechando la oportunidad de la escuela organizamos, en colaboración

con el programa Pelota al Medio a la Esperanza del Ministerio del Interior,

una actividad para estudiantes de secundaria en el Espacio Avanza de Antel.

El Profesor Fernando Rodriguez-Villegas (ICTP, Trieste) dictó una charla de

divulgación titulada "Matemáticas y fútbol", que se encuentra

disponible en: http://veramas.com.uy/veramas/vod/40292/795
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Introducción

El estudio de formas modulares y sus funciones L es central para la Teoría de

Números. Sus relaciones con objetos aritmético-geométricos son de gran

relevancia y actualidad, como por ejemplo la Conjetura de Taniyama-Shimura que

asegura la modularidad de las curvas elípticas racionales [Wil95, TW95, BCDT01]

El “Problema de la Base” para espacios de formas modulares [Eic73] procura la

construcción de bases de dichos espacios que sean aritméticamente distinguidas

y cuyos coeficientes de Fourier sean fáciles de obtener computacionalmente.

Para formas modulares clásicas de peso entero, el problema tiene una larga y

rica historia. Fue resuelto por Eichler en muchos casos y la solución más

completa puede encontrarse en [HPS89]. En el caso de formas modulares de peso

medio entero, los coeficientes de Fourier tienen especial interés debido a su

relación con los valores centrales de familias de funciones L, a través de la

fórmula de Waldspurger [Wal81] y numerosas variantes [Koh85, GZ86, Gro87,

GKZ87, BSP90, BSP92, BM07].

En [Gro87], se presenta una construcción parcial de un cierto subespacio (el

espacio de Kohnen) de formas modulares de peso 3/2 y nivel 4p (con p primo);

además se da una versión explícita de la fórmula de Waldspurger en este caso.

Esta construcción, que utiliza la aritmética de órdenes maximales en álgebras

de cuaterniones, permite calcular los valores centrales de funciones L de
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twists cuadráticos imaginarios de formas modulares f de peso 2 y nivel primo,

bajo el supuesto que L(f,1) ? 0. La generalización natural a nivel impar y

libre de cuadrados N es muy similar al caso de nivel primo, empleando ordenes

de Eichler. Una formula similar a la de Gross ha sido demostrada en [BSP90],

pero su aplicación al cálculo de valores centrales de funciones L tiene

restricciones adicionales.

En [MRVT07] se introducen ciertas “funciones peso”, que permiten proponer una

nueva construcción, y se dan ejemplos de su aplicación al cálculo de valores

centrales de funciones L en el caso de nivel primo, independientemente de la

anulación de L(f,1). Se presentan fórmulas similares a las de Gross que

permiten el cálculo de valores centrales de funciones L de todos los twist

cuadráticos de formas modulares de peso 2 y nivel primo.

El cálculo de formas modulares de Hilbert de peso entero ha sido un tema de

intensa investigación en los últimos años. En [CS01] se trata el caso de Q[?5]

y en [SW05] el caso de otros cuerpos cuadráticos reales. En los trabajos más

recientes [DV13] y [PS14] se presentan algoritmos para el caso de cuerpos

totalmente reales de grado arbitrario. Para el caso de peso medio entero los

resultados existentes no son tan completos. Los primeros resultados explícitos

se encuentran en [Xue11], para el caso de nivel potencia de primo y número de

clases impar, y en [Sir14] se extiende la construcción para el caso de nivel

impar. En [RTV14] se hacen cálculos explícitos de esta construcción, y en

[ST17] se da una fórmula explícita de tipo Waldspurger bajo ciertas hipótesis.

El presente proyecto plantea algunas hipótesis de investigación, fórmulas

complementarias, y construcciones que generalizan dichos resultados. En [RTV14]

se hacen cálculos explícitos de formas de Hilbert de peso medio entero dando

evidencia a favor de la siguiente conjetura:

Conjetura 1. ([RTV14]) Sea f una forma nueva de Hilbert de peso 2k + 2 y

nivel impar libre de cuadrados tal que k satisface la condición de paridad.

Entonces existe una forma de Hilbert g de peso k + 3/2 tal que para los

discriminantes D permitidos se cumple

L(f, 1/2, chi_D) = k c(D)^2 / N(D)^(k+1/2)

donde c(D) es el coeficiente de Fourier D-ésimo de g y k es una constante

positiva.

Las construcciones mencionadas, con los resultados de [ST17], han permitido

demostrar esta conjetura en algunos casos, pero siempre bajo la hipótesis

L(f, 1/2) != 0.

Para extender la construcción al caso en que L(f, 1/2) = 0, de acuerdo a lo que

sabemos del caso de Q, se precisa utilizar funciones peso que generalicen las

introducidas en [MRVT07].

Por otra parte en [BM07] se presenta para el caso de Q un resultado más general

que se aplica para discriminantes cualesquiera, y que esperamos poder

generalizar al caso de formas modulares de Hilbert:

Conjetura 2. En la notación de la Conjetura 1, existe una familia finita de

formas de Hilbert g_1, . . . , g_t de peso k + 3/2 tales que para todo
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discriminante D existe un i tal que

L(f, 1/2, chi_D) = k_i c_i(D)^2 / N(D)^(k+1/2)

donde c_i(D) es el coeficiente de Fourier D-ésimo de g_i, y los k_i son

constantes positivas.

Metodología/diseño del estudio

Estrategia de investigación

– Estudio de la bibliografía existente sobre el tema.

– Discusión en seminarios.

– Implementación de algoritmos.

– Cálculo y estudio de ejemplos.

– Preparación de informes y artículos, y difusión en conferencias.

Actividades específicas

– Cálculo de ejemplos de la construcción de [ST17] en el caso L( f , 1/2) != 0.

– Cálculo de ejemplos de la construcción de [ST17] en el caso L( f , 1/2) = 0.

– Determinación de las funciones peso de [MRVT07] generalizadas a cuerpos de

números totalmente reales.

– Demostración de la Conjetura 1.

– Demostración de la Conjetura 2.

Estrategia de difusion

– Publicación de artículos en revistas arbitradas.

– Presentación en charlas a nivel regional e internacional.

– Publicación de tablas de cálculos online.

– Promoción de los Encuentros Regionales de Teoría de Números.

– Promoción de una escuela CIMPA en 2019 en Montevideo.

- Organización del Seminario Latinoamericano de Teoría de Números

(virtual, desde abril 2020)

Resultados, análisis y discusión

Se ha conseguido el resultado más ambicioso posible: la formulación precisa y

demostración completa de las Conjeturas 1 y 2. La primera ya ha sido publicada

en [ST20], y la segunda está en un manuscrito casi terminado que se enviará a

publicar en breve.

En concreto, nuestra formulación del teorema que resuelve la

Conjetura 2 tiene la mayor generalidad posible. No impone ninguna

restricción al cuerpo de base (elimina la restricción de número de

clases impar) y admite niveles y discriminantes generales.

Conclusiones y recomendaciones

La ejecución del proyecto ha sido muy exitosa, habiendo conseguido los objetivos

científicos más ambiciosos planteados inicialmente.

En términos del desarrollo de capacidades de investigación, el proyecto ha

tenido un impacto muy significativo. En el período del proyecto completaron sus

estudios Gustavo Rama (doctorado) y Santiago Radi (maestría). En la actualidad

hay dos estudiantes de grado nuevos realizando su trabajo de grado y que

planifican continuar sus estudios de maestría en el área -- facilitado por las

actividades de formación ofrecidas en el marco del proyecto.
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Se han fortalecido los vínculos regionales e internacionales. Algunas

actividades específicas: organización de una escuela CIMPA de

investigación en 2019 en Montevideo, organización del Seminario

Latinoamericano de Teoría de Números que funciona desde abril de 2020

de manera virtual, etc.
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